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”Don’t ask yourself
if it’s a long road.
Ask yourself if it’s a
good journey.”

Sidney Poitier

Hewitt is gevestigd in Amsterdam, Eindhoven en Rotterdam.

Bèta’s op zoek naar meer dan boeiend werk, helpen we goed op weg.

Kies je eigen weg bij Hewitt

Hewitt Associates is een wereldwijd opererende HRM Consulting en

Outsourcings-organisatie met zo’n 23.000 mensen in meer dan veertig

landen. In Nederland (350 collega’s) helpen we onze klanten met

actuarieel advies, pensioenuitvoering en complete HRM-consultancy.

We doen ons werk met passie, wat bij ons staat voor intellectuele uit-

dagingen, optimale kwaliteit en interessante klanten. Maar ook voor

plezier in je werk, groei en een eigen koers.

We zijn een bedrijf waarvan je mag verwachten dat het weet wat mensen

beweegt in hun werk en wat ze in een carrière zoeken. Daarom vind

je hier geen verhaal over targets en hoe we telkens weer weten die te

bereiken. De weg erheen vinden we veel belangrijker, omdat die het

beste in mensen boven brengt. Bij Hewitt is dat een pad dat je in hoge

mate zelf uitstippelt. En waar elke bestemming een nieuw begin is.

Ben jij afgestudeerd in een bètarichting? En heb je belangstelling voor

pensioen- en actuarieel advies? Zouden jouw adviezen ook miljoenen

kunnen besparen? Ambieer je werk op een hoog analytisch niveau,

waarin je alle ruimte krijgt om jezelf te ontwikkelen? En ben jij pas

tevreden als de klant dat is? Dan is Hewitt voor jou de juiste optie.

We zijn voortdurend op zoek naar mensen die -net als wij- voor de

beste kwaliteit gaan. Die persoonlijke en professionele groei belangrijk

vinden. Die eigenzinnigheid combineren met teamgeest. En die hun

eigen weg kiezen. We helpen jou op het carrièrepad dat aansluit op

jouw talenten en ambities en we coachen je op de weg die je zelf uitzet.

Bij ons vind je ruimte voor initiatief, continue uitdagingen, een in-

formele cultuur én mogelijkheden om werken en studeren te combi-

neren. Bij ons mag je, sterker nog, móet je jezelf zijn. Want pas dan

haal je het beste uit jezelf. Pas dan ben je in staat om je eigen koers

uit te zetten.

Meer informatie over de diverse functies bij Hewitt Associates vind je op

www.hewitt.nl. Een brief met CV kun je sturen naar Hewitt Associates B.V.,

ter attentie van Linda Willemsen, afdeling Human Resources, postbus

12079, 1100 AB Amsterdam, of per mail naar nlpz@hewitt.com.



Voorwoord

Als je braaf eerst het voorwoord van de opgaven leest, voordat je ze gaat maken, raad ik aan
dit voorwoord over te slaan en na het lezen van de belangrijke informatie over de wedstrijd
gelijk met de opgaven te beginnen. Achteraf kun je altijd nog het voorwoord lezen.

Voor de derde Landelijke Interuniversitaire Mathematische Olympiade zijn jullie nu al-
lemaal tezamen in Utrecht. Als commissie hopen we dan ook dat na vandaag Utrecht niet
alleen bekend zal staan als stad van de Dom, maar ook als stad waar in 2007 de LIMO werd
gehouden. Het jaar aan voorbereiding, met al zijn meevallers en tegenvallers, is natuurlijk
iets waar we met plezier op terugkijken, maar uiteindelijk is de wedstrijd zelf het hoogtepunt
van ons werk als commissie.

Wij hopen dan ook dat jullie erg van de dag tot nu toe genoten hebben, en dat het wedstrijd
zelf en hetgeen wat daarop volgt alleen maar beter zal worden. Toch gaat LIMO niet alleen
om plezier. Er is een reden dat er geen springkussen of clowns aanwezig zijn (hetgeen wel
overwogen is door de commissie). Uiteindelijk is LIMO toch vooral een krachtmeting tussen de
top van de Nederlandse wiskundestudenten en een mooie gelegenheid om elkaar te ontmoeten
en hopelijk beter te leren kennen. Wij hopen dat de borrel en het diner voor dat laatste meer
dan genoeg mogelijkheden biedt.

Toch is deze hele dag niet in een wonderlijke vorm van Generatio spontanea uit zichzelf
uitstaan. Zonder de inzet en inspanningen van een grote groep was deze dag er nooit geweest.
In het bijzonder willen we de opgavenmakers bedanken, want hun opgaven vormen toch de
kern van de LIMO. Ook willen we sponsoren bedanken, die deze dag financiëel mogelijk
gemaakt hebben. Een bijzondere sponsor is de Universiteit Utrecht, die ons de beschikking
gaf over ongeveer een heel gebouw aan zalen voor de wedstrijd.

Sander Kupers
Voorzitter LIMO 2007
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Belangrijke informatie over de wedstrijd

De wedstrijd duurt drie uur en tijdens de wedstrijd zal de commissie jullie natuurlijk van
de nodige koffie, thee en koekjes voorzien. Na de drie uur worden de opgaven ingenomen
en terwijl jullie als deelnemers van een borrel genieten, worden jullie antwoorden door de
opgavenmakers nagekeken. De uitslag en prijsuitreiking volgen direct na de borrel, voordat
we aan het diner beginnen.

• Maak elke opgave op een apart vel.

• Schrijf op alles wat nagekeken moet worden je teamnaam.

• Het gebruik van een gewone of een grafische rekenmachine is toegestaan. Geadvan-
ceerdere technologische hulpmiddelen (laptops, mobiele telefoons) en boeken zijn niet
toegestaan.

Veel succes,

De organisatie van LIMO 2007:

Elke Ballemans
Esther Bod
Johan Konter
Sander Kupers
Johannes Steenstra
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1. Grafen en matrices G.L.M. Cornelissen, Universiteit Utrecht

Stel dat X een eindige samenhangende graaf is met hoekpunten H en zijden Z. (Dus H is
een eindige verzameling en Z een familie ongeordende paren hoekpunten. “Samenhangend”
betekent dat er voor elke twee hoekpunten x, y ∈ H een reeks zijden {{xi, yi} ∈ Z}n

i=0

bestaat met x0 = x, yi−1 = xi (i = 1, . . . , n) en yn = y.) In deze graaf kunnen meervoudige
zijden voorkomen, d.w.z. dat er meer dan één zijde tussen twee hoekpunten kan liggen. In
de oorspronkelijke graaf zijn de zijden niet geörienteerd. Beschouw een nieuwe graaf X+ die
dezelfde hoekpuntenverzameling heeft als X, maar waarin elke (niet geörienteerde) zijde uit X
vervangen wordt door twee (in elke mogelijke richting) geörienteerde zijden in X+ (zie Figuur
1.1 voor een voorbeeld). Als e = (x, y) zo’n geörienteerde zijde is, noteer de corresponderende
omgekeerde zijde als ē = (y, x).

Figuur 1.1: Een graaf X (links) en de bijbehorende geörienteerde graaf X+ (rechts)

Stel dat de oorspronkelijke graaf m (niet-geörienteerde) zijden heeft. We maken een 2m-
dimensionale reële vectorruimte V met als basis de geörienteerde zijden van X+, en bekijken
daarop een lineaire operator T : V → V die op deze basis gegeven is door

T (e) :=
∑

e′

waarbij de som loopt over alle geörienteerde zijden e′ van X+ zodat het eindpunt van e het
beginpunt van e′ is, maar e′ 6= ē. (Je mag de zijden van X+ nummeren als e1, . . . , e2m en
deze beschouwen als de standaard basisvectoren in R2m.) Het gaat ons om het bepalen van
KX := ker(I − T ), waarbij I de identiteitsafbeelding is.

(a) Bepaal dim KX als X een graaf is met precies één hoekpunt dat met zichzelf verbonden
is door g > 0 enkelvoudige lussen (zie figuur 1.2), als functie van g.

Figuur 1.2: Een graaf met één hoekpunt en g lussen

Stel nu dat c een gesloten lus is in een willekeurige eindige samenhangende graaf X. Dit
betekent dat c gegeven is door een reeks geörienteerde zijden (z1 = (x1, y1), . . . , zn = (xn, yn))
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met yi = xi+1 voor i = 1, ..., n− 1 en yn = x1. Stel

ϕ(c) :=
n∑

i=1

zi −
n∑

i=1

z̄i.

(b) Toon aan dat ϕ(c) ∈ KX .
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2. Roosters kleuren F.J. van de Bult, Universiteit van Amsterdam

Als we de punten van een 1-dimensionaal rooster (de punten op een getallenlijn, d.w.z. Z),
kleuren met 21 = 2 kleuren zodat de randpunten van elk lijnstukje tussen twee opvolgende
punten verschillend gekleurd zijn, dan zien we dat we de punten om en om dezelfde kleur
moeten geven; de even punten maken we bijvoorbeeld blauw en de oneven rood. Als we de
kleuring dan over een afstand 2 verschuiven blijft hij hetzelfde; de kleuring is dus invariant
onder een translatie.

(a) Bekijk nu de kleuringen van de roosterpunten in het vlak (dus Z2) met 22 = 4 kleuren
zodanig dat de hoekpunten van elk eenheidsvierkantje verschillend gekleurd zijn. Bewijs
dat deze kleuringen ook een (niet-triviale) translatiesymmetrie hebben.

(b) Laat nu n ≥ 3. Heeft iedere kleuring van Zn met 2n kleuren, zodanig dat de hoekpunten
van iedere eenheidskubus verschillend gekleurd zijn, een niet-triviale translatiesymme-
trie?

Vraag om thuis nog over na te denken: Bestaat er een translatiesymmetrie als we in het
vlak niet een vierkant rooster nemen, maar een zeshoekig rooster (honingraat), we met 6
kleuren zodanig kleuren dat de hoekpunten van elke zeshoek steeds allemaal anders gekleurd
zijn?
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Onze visie
op een glanzende loopbaan

Optiver, Shemara van den Heuvel (Recruiter Trading), De Ruyterkade 112, 1011 AB Amsterdam,T 020 - 5319000

Vanuit dit pand handelen onze Market Makers 
wereldwijd op vrijwel alle internationale optiebeurzen.
Spannend werk, want Market Makers vormen de tegen-
partij voor beleggers op de beurs. Onze Market Makers
hebben diverse achtergronden en nationaliteiten. Wat
zij gemeenschappelijk hebben is hun superieure reken-
vaardigheid, stressbestendigheid en besluitvaardigheid.
Daarnaast dragen zij veel verantwoordelijkheid. Hoe 
ga je daarmee om? Dat leer je tijdens de interne oplei-
ding van 4 tot 5 weken. Daarnaast moet je een aantal
eigenschappen hebben die niet aan te leren zijn: een
competitieve geest, een resultaatgerichte instelling en
een heel goed analytisch inzicht.
Wij zoeken Market Makers: initiatiefrijke academici 
met een excellent cijfermatig inzicht – relevante 
werkervaring is niet vereist.We verwachten een grote
zelfwerkzaamheid want je blijft leren gedurende je 

loopbaan binnen Optiver. Je moet hier zelf veel tijd en
energie in steken maar er staat ook veel tegenover:
Optiver biedt je de kans om jezelf te ontplooien binnen
een professionele, internationale handelsorganisatie.
Heb jij een sterke drive om te winnen en ben je niet
bang om verantwoordelijkheid te dragen? Ga naar
www.optiver.com voor meer informatie over de
vacatures en om te solliciteren.

Optiver handelt in derivaten, aandelen en obligaties
vanuit het Amsterdamse hoofdkantoor en vanuit de 
filialen in Chicago en Sydney.

Acquisitie n.a.v. deze advertentie wordt niet op prijs gesteld.

Optiver zoekt Market Makers
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3. Een eigenschap van Gram matrices J.H. Brandts, Universiteit van Amsterdam

Voor een gegeven symmetrische reële k × k matrix N , schrijf

• α(N) voor het aantal negatieve entries strict boven de hoofddiagonaal van N ,

• β(N) voor het aantal positieve kolomsommen van N .

Voorbeeld 3.1 Voor onderstaande matrix N ,

N =

 1 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 3


geldt dat α(N) = 3 en β(N) = 1.

Laat nu n en k gehele getallen zijn met 1 ≤ k ≤ n, en Q een n × k matrix met k linear
onafhankelijke kolommen q1, . . . , qk ∈ Rn. Voor N = Q∗Q gaan we in het vervolg aantonen
dat

α(N) + β(N) ≥ k.

Voor k = 1 is de bewering triviaal: N = q∗1q1 = ‖q1‖2 is een 1× 1 matrix met positieve entry,
want q1 6= 0, en dus met positieve kolomsom β(N) = 1.

Ter verdere illustratie bekijken we nu het geval 2 = k ≤ n.

(a) Bewijs dat de som van de vier entries van N positief is en toon hiermee aan dat β(N) ≥ 1.

(b) Bewijs met behulp van het resultaat van (a) dat α(N) + β(N) ≥ 2.

Laat nu 2 ≤ k ≤ n.

(c) Bewijs dat de som van alle entries van N positief is en toon hiermee aan dat β(N) ≥ 1.

(d) Bewijs met behulp van (a), (b) en (c) dat α(N) + β(N) ≥ k.

Achtergrond
Deze opgave bewijst dat een n-simplex in Rn minimaal n scherpe hoeken tussen zijn diverse
zijvlakken heeft. Voor n = 2 betekent dit dat een driehoek minstens twee scherpe hoeken
heeft, voor n = 3 dat een tetraëder minstens drie scherpe hoeken heeft tussen verschillende
paren van zijvlakken.

Immers, laat S een n-simplex zijn, en q0, . . . , qn uitwendige normaalvectoren op de n + 1
zijvlakken (-hypervlakken) van S. De hoek αij tussen twee verschillende zijvlakken is dan
gelijk aan

αij = π − γij waarbij cos γij =
q∗i qj

‖qi‖‖qj‖

en γij de in ]0, π[ gekozen hoek tussen de normalen op beide vlakken is. De Gram matrix
N = Q∗Q waarbij Q de matrix is met n van deze n + 1 normaalvectoren heeft dus als
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bovendriehoeks-entries de inproducten q∗i qj . Iedere negatieve entry correspondeert met een
stompe γij ∈]π/2, π[ en dus met een scherpe αij ∈]0, π/2[. Daarnaast is

q0 = −c(q1 + · · ·+ qn) voor zekere c > 0,

iets wat overigens ook puur linear algebraisch kan worden bewezen. Het inproduct q∗0qj is
derhalve gelijk aan

q∗0qj = −c(q1 + · · ·+ qn)∗qj ,

en is dus negatief als de j-de kolom van Q∗Q positief is.
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4. Inverteren door interpoleren? H.W. Lenstra, Universiteit Leiden

Bestaat er voor elke eindige verzameling V van positieve gehele getallen een polynoom f met
gehele coëfficiënten zodanig dat f(1/n) = n voor elke n ∈ V ? Bewijs de correctheid van het
gegeven antwoord.
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■  Financial Engineering
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5. Wandelen langs gekleurde grafen R. Tijdeman, Universiteit Leiden

We beschouwen m punten waarbij elk paar punten verbonden is door een rode of een blauwe
boog (een volledige graaf op m punten waarbij elke kant de kleur rood of blauw heeft).
Een cykel van lengte k is een stel van k verschillende punten A1, . . . , Ak met bijbehorende
bogen A1A2, A2A3, . . . , Ak−1Ak, AkA1. Notatie (A1, . . . , Ak). Laat m(k) het kleinste getal m
noteren waarvoor geldt dat we voor m punten zeker zijn van het bestaan van een cykel van
lengte ≥ k waarvan alle bogen dezelfde kleur hebben, welke kleuring ook gekozen wordt.

(a) Bewijs dat m(4) > 5. (2pt.)

(b) Bewijs dat m(4) ≤ 6. (3 pt.)

(c) Bewijs dat m(k + 2) ≤ m(k) + 2k + 2 voor k ≥ 4. (4 pt.)

(d) Bewijs dat m(2k) < 2k2 voor k ≥ 2. (1 pt.)
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6. Flip It J. Top, Rijksuniversiteit Groningen

Op diverse mobiele telefoons en internet sites kan je een spelletje vinden met de naam FlipIt.
Een wiskundige beschrijving ervan gaat als volgt. Een netwerk is een paar (S, T ) waarbij S
een niet-lege, eindige verzameling is, en T een verzameling ongeordende paren {s1, s2} met
s1, s2 ∈ S en s1 6= s2. Voor een s ∈ S heten de t ∈ S met {s, t} ∈ T de buren van s.

Bij FlipIt hebben we zo’n netwerk (S, T ), waarbij bovendien alle elementen van S een
kleur (wit of zwart) hebben. Bij het begin van het spel hebben alle elementen de kleur zwart,
en het is de bedoeling dat aan het eind van het spel alle elementen de kleur wit hebben.
Daartoe doet de speler ‘zetten’: een zet bestaat uit het aanwijzen van een element s ∈ S.
Door dit aanwijzen verandert s, en ook alle buren van s, van kleur.

Bewijs, dat voor ieder netwerk (S, T ) dit spel een oplossing heeft.
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7. Voor de hand liggend, maar niet makkelijk R.W.J. Meester, Vrije Universiteit

Laat X een stochastische grootheid zijn met een binomiale verdeling met parameters k en p,
d.w.z.

P (X = i) =
(

k

i

)
pi(1− p)k−i,

voor i = 0, 1, . . . , k. De stochastische grootheid Y is ook binomiaal verdeeld, met parameters
k en q, d.w.z.

P (Y = j) =
(

k

j

)
qj(1− q)k−j ,

voor j = 0, 1, . . . , k. Laat zien dat wanneer p ≤ q, voor alle m ≤ n ≤ k geldt dat

P (X ≥ n|X ≥ m) ≤ P (Y ≥ n|Y ≥ m).
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8. Uniciteit van de LU decompositie C. Vuik, Technische Universiteit Delft

We nemen aan dat n ∈ N.

Definitie 8.1 De verzameling L wordt gegeven door:

L = {L ∈ Rn×n|Li,i = 1 voor 1 ≤ i ≤ n en Li,j = 0 voor 1 ≤ i < j ≤ n}.

Definitie 8.2 De verzameling U wordt gegeven door:

U = {U ∈ Rn×n|Ui,j = 0 voor 1 ≤ j < i ≤ n}.

Opgave
Gegeven is de niet-singuliere matrix A ∈ Rn×n. Een matrix heet singulier dan en slechts dan
als deze niet inverteerbaar is. Verder bestaat er een L ∈ L en een U ∈ U zodat

A = LU. (8.1)

Toon aan dat L en U uniek zijn.
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9. Eulers benadering van π N.P. Landsman, Radboud Universiteit Nijmegen

Leonhard Euler (1707-1783) werd dit jaar driehonderd jaar geleden geboren. Daarom is 2007
tot “Euler-jaar” uitgeroepen. In deze opgave, waarin we navolgen hoe Euler π benaderde, zien
we hem op een typerende manier aan het werk. Alle deelopgaven kunnen gemaakt worden
zonder de vorige opgelost te hebben. Het totaal aantal punten voor de hele opgave is 10; voor
iedere deelopgave worden 2 punten toegekend.

Euler kende de door James Gregory (1638-1675) ontdekte reeksontwikkeling

arctanx ≡ tan−1 x = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · · (9.1)

(a) Leid deze reeks af als een Taylor-reeks rond 0.

In eerste instantie vulde Euler de waarde x = 1 in (9.1) in. Hij herontdekte zo de bena-
dering van Leibniz (1646-1716) voor π:

π

4
= 1− 1

3
+

1
5
− 1

7
+ · · · (9.2)

Deze reeks convergeert echter slecht: de eerste decimaal is pas goed na 300 termen. Euler
loste dit probleem als volgt op.

(b) Laat zien dat (voor alle a en b waarvoor de uitdrukkingen eindig zijn)

a− b = arctan
(

tan a− tan b

1 + tan a tan b

)
. (9.3)

Leid hieruit af dat (voor alle w, x, y, z waarvoor de uitdrukkingen eindig zijn)

arctan
(

x

y

)
= arctan

( z

w

)
+ arctan

(
xw − yz

yw + xz

)
. (9.4)

(c) Leid hier vervolgens door slimme keuzes van w, x, y, z uit af dat:

π

4
= arctan

(
1
2

)
+ arctan

(
1
3

)
; (9.5)

arctan
(

1
2

)
= arctan

(
1
7

)
+ arctan

(
1
3

)
; (9.6)

arctan
(

1
3

)
= arctan

(
1
7

)
+ arctan

(
2
11

)
; (9.7)

arctan
(

2
11

)
= arctan

(
1
7

)
+ arctan

(
3
79

)
. (9.8)

(d) Leid hieruit Eulers opmerkelijke formule voor π af:

π = 20 arctan
(

1
7

)
+ 8 arctan

(
3
79

)
. (9.9)

20



(e) Vul nu zes termen van de reeksontwikkeling (9.1) in (9.9) in (er komen dan dus in totaal
twaalf termen) en benader op die manier π numeriek. Hoeveel decimalen komen zo goed
uit? Let op: het gebruik van een rekenmachine is toegestaan.

N.B. Euler vond naar eigen zeggen de eerste 20 decimalen van π in een uurtje rekenen,
zonder rekenmachine!
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10. Stelsel met een singuliere matrix oplossen M.A. Botchev, Universiteit Twente

Gegeven is een lineair stelsel vergelijkingen

Ax = b, A = AT ∈ Rn×n, x, b ∈ Rn, (10.1)

waar A een gegeven reële symmetrische matrix is, b een gegeven rechterlid vector is en x een
te bepalen vector is. De matrix A is singulier en het is bekend dat

Av = 0 ⇔ v = αc, α ∈ R, 0 6= c ∈ Rn, (10.2)

waar c een bekende vector is.

(a) Geef een vergelijking voor A, b en c, zonder variabelen zoals x, waaraan A, b en c
voldoen dan en slechts dan als stelsel (10.1) oplossingen heeft.

(b) Stel dat (10.1) oplossingen heeft. Geef een stelsel

Ãx = b̃, Ã ∈ Rn×n, x, b̃ ∈ Rn, (10.3)

zodat de matrix Ã niet-singulier is en de vector x = Ã−1b̃ een oplossing van (10.1) is.
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11. Het ene verschil is de andere niet A. Smeets, Universiteit Leuven

Zij n een natuurlijk getal, zij p een priemgetal en zij d een deler van het getal (n + 1)p − np.
Bewijs dat d− 1 deelbaar is door p.
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