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Regels en tips

Tijdens de wedstrijd gelden de volgende regels:

Tips

Maak iedere opgave op een apart vel en voorzie deze van teamnaam en opgavenumimer.
Verzamel het werk per opgave in het daarvoor bestemde mapje.

Hulpmiddelen zoals boeken, grafische rekenmachines, mobiele telefoons en laptops zijn
niet toegestaan. Niet-grafische rekenmachines mogen gebruikt worden. Uiteraard mag
er alleen gecommuniceerd worden met teamgenoten en met de organisatie.

Voor drinken wordt tijdens de wedstrijd gezorgd. Er komt regelmatig iemand langs om
vragen aan te kunnen stellen.

die je kunnen helpen tijdens de wedstrijd:

Notatie. Bij diverse opgaven is onderaan schuingedrukt de notatie en/of de termino-
logie toegelicht. Verder wordt met de natuurlijke getallen de verzameling {1,2,3,...}
bedoeld, die we noteren met N.

Volgorde van moeilijkheid. We hebben getracht de opgaven op volgorde van moei-
lijkheid te sorteren. Dat wil zeggen, we denken dat er voor de eerste opgaven gemiddeld
meer punten zullen worden gehaald dan voor de latere opgaven. Besteed dus gemiddeld
meer tijd aan opgaven met lagere nummers.

Lees goed wat er in de opgave staat. Als je te snel begint, kun je belangrijke
informatie over het hoofd zien. Soms staat in de vraagstelling een (verstopte) hint die
aangeeft wat je zou kunnen doen. Als je vastloopt, kun je ook besluiten de opgave nog
eens goed door te lezen. Zorg ook dat je alle gegeven informatie gebruikt die in de
opgave staat en vooral slechts de informatie die gegeven is.

Wees een team. Verdeel de opgaven, zodat je geen dubbel werk doet, en vraag elkaar
om hulp als je ergens niet uit komt. Bedenk waar ieders kwaliteiten liggen. Bekijk
tijdens de wedstrijd elkaars werk; vaak vallen er nog foutjes uit te halen.

Sprokkel puntjes. Als je er niet uit komt, schrijf dan op wat je wel hebt bewezen.
Dat kan relevant zijn voor het bewijzen van de betreffende opgave. Als je op de goede
weg zat, kun je daar vaak nog deelscores voor krijgen. Sowieso blijkt uit resultaten van
voorgaande jaren dat niet vaak voor een opgave alle punten worden gescoord. Als je
niet uit een deelopgave komt, mag je het resultaat dat daarin bewezen moet worden wel
gebruiken om de volgende deelopgave op te lossen.

Blijf niet vastzitten in verkeerde gedachten. Het is vaak verstandig een probleem
vanuit een ander gezichtspunt te bekijken. Vaak helpt het gegeven termen om te schrij-
ven of gegevens te manipuleren. Als je weinig vooruitgang boekt, kun je ook aan een
andere opgave gaan werken en iemand anders naar jouw opgave laten kijken.

Vind een patroon. Als je bijvoorbeeld iets moet bewijzen voor alle n € N, probeer
dan kleine gevallen: kijk wat er gebeurt voor n = 1 of n = 2. Ontdek een patroon en
bewijs dat dit patroon doorzet bij grotere getallen.

Houd het gezellig. Het is niet zeker of je er goed van gaat presteren, maar op deze
manier heb je in elk geval een leuke dag.
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1. 2017-demachten
Prof. dr. Hendrik Lenstra, Universiteit Leiden

Stel dat G en H eindige groepen zijnen f: G — H, g: H — G groepshomomorfismen. Bewijs
dat het aantal elementen 2 € G met g(f(2?°!7)) = x gelijk is aan het aantal elementen y € H

met f(g(y*"'")) = y.




2. Periodieke rij

Dr. Arne Smeets, Radboud Universiteit Nijmegen

Zij o € [—1,1]. Definieer de rij (zp)p>1 door z; = a en xp41 = 1 — |1 — 2x,|. Voor welke
waarden van « is deze rij uiteindelijk periodiek?




3. Lastige limiet
Josse van Dobben de Bruyn BSc, Universiteit Leiden

Voor iedere n € N definiéren we de functie f, : R — R door

fa(p) = n<1 - <n11>p>

Bewijs dat de rij functies {f,}22; puntsgewijs convergeert en bepaal de limiet. (Met andere
woorden: bewijs voor iedere p € R dat de rij {f,(p)}52; convergeert en bepaal de limiet als
functie van p.)

Mocht het je niet lukken om het algemene geval te bewijzen: je kunt maximaal 3 punten

verdienen als je dit alleen bewijst voor het geval p = —%.
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4. Kwadraten

Julian Lyczak MSc., Universiteit Leiden

Laat a en b twee cijfers zijn ongelijk aan 0 en bekijk de rij getallen

@, ab, abb, abbb, . . . .

a) Bewijs dat er in deze rij eindig veel kwadraten staan.

b) Wat is het maximale aantal kwadraten dat kan voorkomen?

Hier staat @na,_1 ... aza1a9 voor het decimale getal met cijfers a,, an,—1 tot en met ag, oftewel

Anln—1 ... G2a100 = Q- 10" + ap_1 - 10" 1+ ...+ ag - 102 + aq - 10 + ay.




5. n vergelijkingen

Dr. Quintijn Puite, Technische Universiteit Eindhoven

Zij gegeven een natuurlijk getal n. Bekijk het volgende stelsel van n vergelijkingen in n reéle
onbekenden x1,xs,...,Ty,:

ri1tratazt+--+o, = 1
x1 + 229 + 22$3 + 4 2n—1$n = ontl
z1 + 30 + 3223+ -+ 3" 1y, = 37+
z1 + nxy +nlzrs 4+ 0" e, = !
Bewijs dat dit stelsel een unieke oplossing (z1,xa,...,z,) € R™ heeft en bewijs dat

z1 = in(=1)""(n+ 1)L
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6. Stochastische wandeling
Merlign Staps BSc., Universiteit Utrecht

We bekijken een simpele stochastische wandeling op de gehele getallen. Deze begint in 0 en
zet telkens met kans % een stap naar rechts en met kans % een stap naar links (onafhankelijk
van eerder gezette stappen). We definiéren Xy = 0 en voor k > 1 definiéren we X}, als het
eerste getal dat de wandeling bereikt dat verschillend is van elk van de getallen Xg, X1, ...,

X1 (zie figuur).

5 -
Xs=4 4 -
X;=3 3
Xo=2 2 -
X;=1 1 +
Xo=0 0
Xs=-1 -11
Xo=-2 -2-
X;=-3 -3 -
4
5

Bepaal voor ieder natuurlijk getal n de kansverdeling die X, volgt.

We gaan er hierbij bij de definitie van Xy vanuit dat de wandeling (uiteindelijk) minstens
k + 1 verschillende getallen bereikt; dit gebeurt met kans gelijk aan 1.

11



7. Een vreemde som

Drs. Raymond van Bommel, Universiteit Leiden

Zij n een natuurlijk getal en zij p een priemgetal. Bekijk de verzameling Mat(F,, n) van alle
n X n-matrices met coéfficiénten in [F),.

a) Bepaal

> tr(A) - det(A) € F,.
AeMat(Fp,n)

Beschouw nu een ondergroep H van de groep GL(F,,n) van inverteerbaare n x n-matrices
met coéfficiénten in IF,,. Neem aan dat H de ondergroep van diagonaalmatrices bevat en dat
p > 3.

b) Bepaal alle mogelijke waarden van

> (tr(A) - det(A))? € F.

AcH
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Mastertrack Mathematical Physics
De mastertrack Mathematical Physics sluit aan op een bachelor wiskunde met minor natuurkunde (of
omgekeerd), en natuurlijk helemaal op een dubbele bachelor natuurkunde en wiskunde.

Mastertrack Applied stochastics

Maatschappelijk richt deze specialisatie zich op zowel de medische wereld als het bedrijfsleven, bv via het
onderdeel Statistics in Health en de Statistische Helpdesk van de Radboud universiteit.

www.ru.nl/master



8. LIMO-Iloterij

Dr. Arne Smeets, Radboud Universiteit Nijmegen

Op een LIMO-krasbiljet staan de getallen uit S = {1,2,---,100}. Bij aankoop van zo’n biljet
dien je 10 verschillende getallen uit S te omcirkelen. Bij de trekking worden 10 verschillende
getallen uit S getrokken. Een winnend biljet is er een met de eigenschap dat geen enkel van
de getrokken getallen omcirkeld is. Hoeveel LIMO-biljetten moet je minstens kopen om er
zeker van te zijn dat je minstens één winnend biljet hebt?

14



9. Doorgespiegelde uitdijingen
Ir. Harold de Boer, Transtrend BV

7ij ABC D een convexe vierhoek. Dan definiéren we de doorgespiegelde uitdijing ABC D door:
A’ is A gepuntspiegeld in B; B’ is B gepuntspiegeld in C, etc. Zie schets.

a) Stel dat ABCD een rechthoek of een ruit is. Bewijs dat de doorgespiegelde uitdijing
een parallellogram is.

b) Construeer een parallellogram A’B'C’'D’ dat de doorgespiegelde uitdijing is van zowel
een rechthoek als van een ruit, waarbij die rechthoek en die ruit niet vierkant zijn; of
bewijs dat zo'n parallellogram niet bestaat.

D!

Bl

C/
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10. Bijzondere differentiaalvergelijking
Leslie Molag MSc., Katholieke Universiteit Leuven

Stel dat f : R — R een niet-constante oplossing is van de differentiaalvergelijking f”(z) =

f(:C)QON.

a) Bewijs het bestaan van een continue functie F' : f(R) — [0,00) en een A > 0 zodanig
dat voor elke x € R geldt dat

fl(x) = F(f(x)) of f'(x) = —F(f(x)).

en bovendien

/ Ay
ooynf®) F()

b) Bewijs dat er a,b,c € R bestaan zodanig dat g(x) = af(bx + ¢) een oplossing is van de
differentiaalvergelijking ¢”(z) = g(z)?°'" met g(x) > X en ¢'(x) > 0 voor alle z > 0.

Hint: bewijs dat f' hoogstens één nulpunt kan aannemen.
Onderscheid vervolgens de gevallen dat f' geen of één nulpunt heeft.
c) Bewijs dat f niet bestaat.

Opmerking: Je mag het resultaat van (a) gebruiken bij (b) en de resultaten van (a) en (b)
bij (c), ook als je die resultaten niet bewezen hebt.

17



11. Afschatting met verwachting
Dr. Fokko van de Bult, Technische Universiteit Delft

Als je met een zuivere munt gooit duurt het gemiddeld 2n worpen voor je voor de n’de keer een
kop gooit. Intuitief komt dit omdat je gemiddeld een halve kop per worp gooit en 2n = n/ %
We gaan in deze opgave hetzelfde probleem bekijken voor algemene processen, en zien of deze
intuitie standhoudt.

Gegeven een rij X; van identiek verdeelde, onafhankelijke stochasten met een verdeling die
alleen positieve waarden aanneemt (dus X; > 0) en met verwachting p = EX; > 0. We
definiéren gerelateerde stochasten Y, (voor z € Rsg) als

k
Y, = min{k : ZXi >z}
i=1

Dus Y, geeft het aantal keer aan dat je uit de verdeling van de X; moet trekken totdat de
som van de uitkomsten voor het eerst minstens z is. In het voorbeeld van de muntjes heeft
X, een Bernoulli verdeling met parameter p = %, en de stochast Y,, — n (voor vaste gehele
z = n) een negatief binomiale verdeling met parameters n en %
Je mag voor deze opgave aannemen dat Y, met kans 1 een eindige waarde aanneemt. Laat
zien dat Y, > £. Ofwel het verwacht aantal keer dat je moet trekken voor je z bereikt is

minstens z gedeeld door de gemiddelde waarde van de trekking.

18
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12. Parallellogram
Daniél Kroes MSc., University of California, San Diego

Laat || - || een norm! op R? zijn. Voor x # y € R? definiéren we
Uz,y) = {2 € R? | |lz = 2]l + |z — gl = [l — yII}
voor de verzameling punten z waarvoor gelijkheid geldt in de driehoeksongelijkheid.

a) Zij z een punt op de lijn door = en y. Bewijs dat z € ¢(x,y) dan en slechts dan als z op
het lijnstuk tussen x en y ligt.

b) Stel dat ¢(z,y) een punt z bevat dat niet op de lijn door = en y ligt. Bewijs dat de hele
driehoek met hoekpunten x, y en z bevat is in £(x,y).

c) Stel dat w en z twee punten in ¢(x,y) zijn, die niet op de lijn door x en y liggen, en aan
dezelfde kant van deze lijn liggen. Bewijs dat xzz en yw snijden in een punt s, en dat
s€l(x,y).

d) Bewijs dat £(z,y) gelijk is aan een lijnstuk of een parallellogram.

Hint: je mag gebruiken dat elke norm op R? equivalent is met de Euclidische norm. Spe-
cifiek betekent dit dat er reéle getallen ¢,C > 0 zijn zodat voor elke vector v = (a,b) geldt
eva? 4+ b2 < ||| < CvVa? + b2. Met een parallellogram bedoelen we hier het tweedimensionale

object bestaande uit de rand samen met het inwendige.

"Herinner dat een norm || - || op R? aan elke vector v in R? een reéel getal ||v]| tockent, zodanig dat
e |[v]| > 0 voor alle v € R
e |[v|| = 0 dan en slechts dan als v = 0;
o |lav| = |a]-|jv] als @ € R en v € R?;

o |Ju+v| < |ull + ||v|| voor u,v € R? (de driehoeksongelijkheid).
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